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Machine Learning (ML)

erzeugt flieRen i

Sprache, Natur, Gesellschaft, ... Texte, Bilder, Messwerte, . . .

Lernen aus Daten = Information tber die Welt aufnehmen
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Machine Learning (ML)

erzeugt flieRen in

Sprache, Natur, Gesellschaft, ... Texte, Bilder, Messwerte, . . .

Lernen aus Daten = Information tber die Welt aufnehmen

Ziel des Vortrags:
Mathematische Formalisierung von Information.

Plan:
1. Intuition: Zahlenraten und Shannons Ratespiel
Information ohne Kontext: Entropie

Information mit Kontext: Bedingte Entropie

N

Informationsdiskrepanz: Relative Entropie und ML, oder wie ChatGPT sprechen lernte
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Zahlenraten: Wie viele Fragen braucht man?

Spiel: Ein Computer generiert eine zufallige Zahl zwischen 1 und 8.
Wie kénnen wir die Zahl mit moglichst wenigen Ja/Nein-Fragen herausfinden?
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Spiel: Ein Computer generiert eine zufallige Zahl zwischen 1 und 8.
Wie kénnen wir die Zahl mit moglichst wenigen Ja/Nein-Fragen herausfinden?
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Frage 2: "Ist die Zahl > 67" — Nein!  Es bleiben 2 Zahlen.



Zahlenraten: Wie viele Fragen braucht man?

Spiel: Ein Computer generiert eine zufallige Zahl zwischen 1 und 8.
Wie kénnen wir die Zahl mit moglichst wenigen Ja/Nein-Fragen herausfinden?

Lo

Frage 1: “Ist die Zahl > 47" — Jal  Es bleiben 4 Zahlen.
Frage 2: "Ist die Zahl > 67" — Nein!  Es bleiben 2 Zahlen.
Frage 3: "Ist die Zahl > 57" — Jal Die Zahl ist 6!

[Méglichkeiten halbieren = eine Ja/Nein-Frage beantworten = 1 Bit Information.}

Um das Spiel zu gewinnen brauchen wir log,(8) = 3 Fragen, bzw. 3 Bit Information.
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Zahlenraten: Zweite Variante

Neues Spiel: Zahlen sind nicht gleich haufig. Aus einem Beutel mit 128 Zetteln (auf
jedem Zettel steht eine Zahl zwischen 1-8) wird einer zufillig gezogen.

Zahl 1 2 3 4 5 6 7 8
Anzahl Zettel 64 32 16 8 4 2 1 1

Ziel: Bei mehrfachem Spielen die Zahl mit im Schnitt wenigen Fragen erraten.
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Neues Spiel: Zahlen sind nicht gleich haufig. Aus einem Beutel mit 128 Zetteln (auf
jedem Zettel steht eine Zahl zwischen 1-8) wird einer zufillig gezogen.

Zahl 1 2 3 4 5 6 7 8
Anzahl Zettel 64 32 16 8 4 2 1 1

Ziel: Bei mehrfachem Spielen die Zahl mit im Schnitt wenigen Fragen erraten.
Naive Strategie: Moglichkeiten halbieren

“Ist die Zahl > 47" — 6% / 94%
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Ja Nein

— Im Schnitt 3 Fragen
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Zahlenraten: Zweite Variante

Neues Spiel: Zahlen sind nicht gleich haufig. Aus einem Beutel mit 128 Zetteln (auf
jedem Zettel steht eine Zahl zwischen 1-8) wird einer zufillig gezogen.

Zahl 1 2 3 4 5 6 7 8
Anzahl Zettel 64 32 16 8 4 2 1 1

Ziel: Bei mehrfachem Spielen die Zahl mit im Schnitt wenigen Fragen erraten.

Naive Strategie: Moglichkeiten halbieren Schlaue Strategie: W'keiten halbieren
“Ist die Zahl > 47" — 6% / 94% “Ist es die 17" — 50% / 50%
~—~ ~—~ ~—~—~ ~—~—~
Ja Nein Ja Nein
— Im Schnitt 3 Fragen — Im Schnitt nur 2 Fragen
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Zahlenraten: Zweite Variante

Neues Spiel: Zahlen sind nicht gleich haufig. Aus einem Beutel mit 128 Zetteln (auf
jedem Zettel steht eine Zahl zwischen 1-8) wird einer zufillig gezogen.

Zahl 1 2 3 4 5 6 7 8
Anzahl Zettel 64 32 16 8 4 2 1 1

Ziel: Bei mehrfachem Spielen die Zahl mit im Schnitt wenigen Fragen erraten.

Naive Strategie: Moglichkeiten halbieren Schlaue Strategie: W'keiten halbieren
“Ist die Zahl > 47" — 6% / 94% “Ist es die 17" — 50% / 50%
~—~ ~—~ ~—~—~ ~—~—~
Ja Nein Ja Nein
— Im Schnitt 3 Fragen — Im Schnitt nur 2 Fragen

[ Eine gute Frage ist eine, bei der beide Antworten gleich wahrscheinlich sind. ]
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Shannons Ratespiel (1951)

Spiel:
e Ein Computer wahlt ein zufilliges deutsches Wort (ohne
Sonderzeichen) aus allen Biichern einer Bibliothek aus.

e Wir wollen das Wort erraten, und zwar Buchstabe fiir Claude Shannon
Buchstabe von links nach rechts mit Ja/Nein-Fragen. (1916-2001)

e Ziel: Das Wort mit im Schnitt méglichst wenigen Fragen
erraten.
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Shannons Ratespiel (1951)

Spiel:
e Ein Computer wahlt ein zufilliges deutsches Wort (ohne
Sonderzeichen) aus allen Biichern einer Bibliothek aus.

e Wir wollen das Wort erraten, und zwar Buchstabe fiir Claude Shannon
Buchstabe von links nach rechts mit Ja/Nein-Fragen. (1916-2001)

e Ziel: Das Wort mit im Schnitt méglichst wenigen Fragen
erraten.

ABCDEFGHI JKLMNOPQRSTUVWXYZ

5 Minuten Spiel- & Diskussionszeit — Ahnlichkeiten/Unterschiede zu Zahlenraten?

4/12



Shannons Ratespiel: Beobachtungen

1. Obergrenze wie bei naiver Strategie beim Zahlenraten:
Pro Buchstabe maximal [log,(26)] = 5 Fragen (Moglichkeiten halbieren).
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2. Vorherige Buchstaben helfen:

Wir brauchen in der Regel weniger Fragen, je mehr Kontext wir haben!
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Shannons Ratespiel: Beobachtungen

1. Obergrenze wie bei naiver Strategie beim Zahlenraten:
Pro Buchstabe maximal [log,(26)] = 5 Fragen (Moglichkeiten halbieren).

2. Vorherige Buchstaben helfen:
Wir brauchen in der Regel weniger Fragen, je mehr Kontext wir haben!

3. Nicht alle Buchstaben sind gleich haufig:
Seltene Buchstaben erraten braucht langer, ist aber iiberraschender/informativer.

Um gut zu raten (50-50 Ja-Nein) miissen wir Haufigkeiten einschitzen kdnnen.
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Intuition Information Information Informations-
ohne Kontext mit Kontext diskrepanz

Entropie



Formalisierung von Information einzelner Ereignisse
Wie viel Information liefert ein Ereignis, welches mit Wahrscheinlichkeit p eintritt?

Wiinschenswerte Eigenschaften:
® Je kleiner p, desto groRer die Uberraschung bzw. die gelieferte Information
e Sicheres Ereignis (p = 1): 0 Information
¢ Ja/Nein-Frage welche Méglichkeiten halbiert (p = 0.5): 1 Bit Information

® Ereignis Kombination zweier Ereignisse, die nichts miteinander zu tun haben:
Information addiert sich
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Formalisierung von Information einzelner Ereignisse
Wie viel Information liefert ein Ereignis, welches mit Wahrscheinlichkeit p eintritt?

Wiinschenswerte Eigenschaften:
® Je kleiner p, desto groRer die Uberraschung bzw. die gelieferte Information
e Sicheres Ereignis (p = 1): 0 Information
¢ Ja/Nein-Frage welche Méglichkeiten halbiert (p = 0.5): 1 Bit Information

® Ereignis Kombination zweier Ereignisse, die nichts miteinander zu tun haben:
Information addiert sich

Die einzige Funktion, die das leistet:

Information(p) = log, (;)

o= N W A

0.5 al

6/12



Formalisierung von Information: Entropie

Zufallsexperiment X: Ausginge xi, ..., x, mit Wahrscheinlichkeiten p(x1), ..., p(xy).
(Z.B. x1 = "Anfangsbuchstabe ist A" mit p(x1) ~ 0.1, x2 = “Anfangsbuchstabe ist B" ...)

Entropie H(X) ist der durchschnittliche Informationsgehalt

H(X) = @- logz(p(lxl)> FF ooo P(Xn)'|0g2<

Wie oft? “S———~—"
Informationsgehalt

1
p(xn))
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Zufallsexperiment X: Ausginge xi, ..., x, mit Wahrscheinlichkeiten p(x1), ..., p(xy).
(Z.B. x1 = "Anfangsbuchstabe ist A" mit p(x1) ~ 0.1, x2 = “Anfangsbuchstabe ist B" ...)

Entropie H(X) ist der durchschnittliche Informationsgehalt

H(X) = @- logz(p(lxl)> FF ooo P(Xn)'|0g2<

Wie oft? “S———~—"
Informationsgehalt

1
p(xn))

Ja/Nein-Frage beim Zahlenraten: 0.5 |og2($) +0.5 |og2(%) = log,(2) =1 Bit
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Formalisierung von Information: Entropie

Zufallsexperiment X: Ausginge xi, ..., x, mit Wahrscheinlichkeiten p(x1), ..., p(xy).
(Z.B. x1 = "Anfangsbuchstabe ist A" mit p(x1) ~ 0.1, x> = “Anfangsbuchstabe ist B" ...)

Entropie H(X) ist der durchschnittliche Informationsgehalt

H(X) = @- logz(p(lxl)> FF ooo p(xn)-logz(

Wie oft? “S———~—"
Informationsgehalt

1
p(xn))

Ja/Nein-Frage beim Zahlenraten: 0.5 logy (k) + 0.5 logy(gs) = logy(2) = 1 Bit
“Ist der Anfangsbuchstabe ein A?": 0.1 - logy(5) + 0.9 - logy(55) = 0.47 Bit
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Formalisierung von Information: Entropie

Zufallsexperiment X: Ausginge xi, ..., x, mit Wahrscheinlichkeiten p(x1), ..., p(xy).
(Z.B. x1 = "Anfangsbuchstabe ist A" mit p(x1) ~ 0.1, x> = “Anfangsbuchstabe ist B" ...)

Entropie H(X) ist der durchschnittliche Informationsgehalt

H(X) = @ |0g2(p(1X1)> + -+ P(Xn)'|0g2( - )

p(xn)
Wie oft? “S———~—"
Informationsgehalt

Ja/Nein-Frage beim Zahlenraten: 0.5 logy (k) + 0.5 logy(gs) = logy(2) = 1 Bit
“Ist der Anfangsbuchstabe ein A?": 0.1 - logy(5) + 0.9 - logy(55) = 0.47 Bit

Zufélliger Anfangsbuchstabe: 0.1-logy(5) + ... +0.03 - logy(553) ~ 4.2 Bit
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Formalisierung von Information: Entropie

Zufallsexperiment X: Ausginge xi, ..., x, mit Wahrscheinlichkeiten p(x1), ..., p(xy).
(Z.B. x1 = "Anfangsbuchstabe ist A" mit p(x1) ~ 0.1, x> = “Anfangsbuchstabe ist B" ...)

Entropie H(X) ist der durchschnittliche Informationsgehalt

H(X) = @ |0g2(p(1X1)> + -+ P(Xn)'|0g2( - )

p(xn)
Wie oft? “S———~—"
Informationsgehalt

Ja/Nein-Frage beim Zahlenraten: 0.5 logy (k) + 0.5 logy(gs) = logy(2) = 1 Bit
“Ist der Anfangsbuchstabe ein A?": 0.1 - logy(5) + 0.9 - logy(55) = 0.47 Bit
Zufélliger Anfangsbuchstabe: 0.1-logy(5) + ... +0.03 - logy(553) ~ 4.2 Bit

Theorem: (Obergrenze Entropie)  Es gilt stets H(X) < log,(n)
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Entropie Obergrenze H(X) < log,(n)

® log,(n) ist die Entropie, wenn alle n Méglichkeiten gleich wahrscheinlich sind.

® H(X) < logy,(n) sagt: Die Entropie/Unsicherheit ist am groRten, wenn alle
Méoglichkeiten gleich wahrscheinlich sind.
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Entropie Obergrenze H(X) < log,(n)

® log,(n) ist die Entropie, wenn alle n Méglichkeiten gleich wahrscheinlich sind.

® H(X) < logy,(n) sagt: Die Entropie/Unsicherheit ist am groRten, wenn alle
Méoglichkeiten gleich wahrscheinlich sind.

Fiir n = 2 zwei Moglichkeiten mit
W'keiten p und (1 — p) ist Entropie

h(p) = plogy(3)+(1—-p) logz (125)
Maximal fiir p = %

— Maximale Info 1 = log,(2) durch
50-50 Ja/Nein Frage erzielt

1.
o
= 1]
2
0 , "
0 1 1 3 1
i 2 2
p
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Intuition Information Information Informations-
ohne Kontext mit Kontext diskrepanz

Bedingte Entropie



Information mit Kontext: Bedingte Entropie

Zufallsexperiment X mit Kontext Y.
(Z.B. X zufélliger zweiter Buchstabe des Wortes im Kontext des ersten Buchstaben Y')

e Fiir jeden realisierten Kontext Y = y dndern sich Wahrscheinlichkeiten fiir X.
(Z.B. Fir y ="1.Buchstabe ist M" ist p(“2. Buchstabe ist A") ~ 0.26)

® Fiir Kontext Y =y ist H(X | Y = y) Entropie von X mit angepassten W keiten.
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Information mit Kontext: Bedingte Entropie

Zufallsexperiment X mit Kontext Y.
(Z.B. X zufélliger zweiter Buchstabe des Wortes im Kontext des ersten Buchstaben Y')

e Fiir jeden realisierten Kontext Y = y dndern sich Wahrscheinlichkeiten fiir X.
(Z.B. Fir y = “1.Buchstabe ist M" ist p(“2. Buchstabe ist A") a 0.26)

e Fiir Kontext Y =y ist H(X | Y = y) Entropie von X mit angepassten W'keiten.
¢ Bedingte Entropie H(X | Y) ist gewichtetes Mittel von H(X | Y = y) uber alle y.

[ HOXY) = pln) - HOX | Y = y) 4.+ ply) - HOX | Y = y2) j
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Information mit Kontext: Bedingte Entropie

Zufallsexperiment X mit Kontext Y.
(Z.B. X zufélliger zweiter Buchstabe des Wortes im Kontext des ersten Buchstaben Y')

e Fiir jeden realisierten Kontext Y = y dndern sich Wahrscheinlichkeiten fiir X.
(Z.B. Fir y = “1.Buchstabe ist M" ist p(“2. Buchstabe ist A") a 0.26)

e Fiir Kontext Y =y ist H(X | Y = y) Entropie von X mit angepassten W'keiten.
¢ Bedingte Entropie H(X | Y) ist gewichtetes Mittel von H(X | Y = y) uber alle y.

[ HOXY) = pln) - HOX | Y = y) 4.+ ply) - HOX | Y = y2) j

Theorem (Im Durchschnitt hilft Kontext immer, Unsicherheit zu reduzieren)

Es gilt stets H(X | Y) < H(X).
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Intuition
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und
Lernziele in ML



Informationsdiskrepanz: Zuriick zum Zahlenraten

® Um gute Fragen zu stellen, miissen wir die Wahrscheinlichkeiten kennen

e Oft kennt man diese nicht, dann herrscht Informationsdiskrepanz

Zahl 1 2 3
Anzahl Zettel 64 32 16
Wahrscheinlichkeiten P

o= [R=| N | o
ool 5‘ — |~
= =
[e5]
[
0= I\)‘l—l = (00]
[e]

ool g‘n—l o | D
ol S‘n—t SN (&;]

ool | N
0ol | =
0| | col—
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Informationsdiskrepanz: Zuriick zum Zahlenraten

® Um gute Fragen zu stellen, miissen wir die Wahrscheinlichkeiten kennen

e Oft kennt man diese nicht, dann herrscht Informationsdiskrepanz

Zahl 1 2 3
Anzahl Zettel 64 32 16
Wahrscheinlichkeiten P

ool | N
| | A=
00| | Ol
o= (5= oo | &
ol (Bl | & | o
o= [R=| N | o
ool 5‘ — |~
= =
e
=
o= I\)‘l—l = | 0
e

¢ Optimale Strategie unter Annahme von @) (Mdglichkeiten halbieren) —

e Optimale Strategie unter Annahme von P — Im Schnitt nur 2 Fragen
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Informationsdiskrepanz: Zuriick zum Zahlenraten

® Um gute Fragen zu stellen, miissen wir die Wahrscheinlichkeiten kennen

e Oft kennt man diese nicht, dann herrscht Informationsdiskrepanz

Zahl 1 2 3 4 5 6 7 8

Anzahl Zettel 64 32 16 8 4 2 1 1

N . 1 1 1 1 1 1 1 1
Wahrschelnhchkelten P 5 y 8 16 35 o4 128 128
1 1 1 1 1 1 1 1

8 8 8 8 8 8 8 8

Optimale Strategie unter Annahme von @) (Mdglichkeiten halbieren) —

e Optimale Strategie unter Annahme von P — Im Schnitt nur 2 Fragen
e |nformationsdiskrepanz zwischen P und Q: - 2 Fragen = 1 Frage = 1 bit.
[ ]

Diese Informationsdiskrepanz heilit relative Entropie zwischen P und Q.
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Informationsdiskrepanz: Relative Entropie

® Perfektes Raten bendtigt Kenntnis der W'keiten P = (p(x1), ..., p(xn))-
e Ein Spieler schatzt diese falschlicherweise als ein.

® Informationsdiskrepanz: relative Entropie R(P, Q) zwischen P und Q.

[ R(P, Q) = p() loBa(Giy) + - + plon) -logal 5G) ]
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Informationsdiskrepanz: Relative Entropie

® Perfektes Raten bendtigt Kenntnis der W'keiten P = (p(x1), ..., p(xn))-
e Ein Spieler schatzt diese falschlicherweise als ein.

® Informationsdiskrepanz: relative Entropie R(P, Q) zwischen P und Q.

q(xn)

[ R(P’ Q) = p(Xl) . |Og2(5§23) 4+ ...+ ( ) |og2(P(Xn)) ]

Theorem (Bis auf Rundung)

Spielt man ein Ratespiel anhand falscher Wahrscheinlichkeiten Q statt P, so braucht
man im Schnitt R(P, Q) viele zusatzliche Fragen.
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Wie Maschinen sprechen lernten: Ratespiele und Sprachmodelle

S T
Lernziel -

Daten > Neuronales Netz
J R(P, Q) — min [(

(echter Text des Internets) Claude, Gemini, GPT, ...)

Training von Sprachmodellen = Shannons Ratespiel auf dem Internet:

Das Modell @ versucht, Wort fiir Wort den nachsten Text vorherzusagen.
Je kleiner R(P, Q), desto besser und desto mehr wird es belohnt.
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Wie Maschinen sprechen lernten: Ratespiele und Sprachmodelle

P
Lernziel

Daten )
J R(P, Q) — min

(echter Text des Internets) (Claude, Gemini, GPT, ...)

~

Training von Sprachmodellen = Shannons Ratespiel auf dem Internet:

Das Modell @ versucht, Wort fiir Wort den nachsten Text vorherzusagen.
Je kleiner R(P, Q), desto besser und desto mehr wird es belohnt.

Sprachmodelle zerlegen Wérter nicht in Buchstaben, sondern Token. Z.B. Mat-hemat-ik

Relative Entropie minimieren = Training mit cross-entropy-loss = moglichst gut raten

Effizient Kontext einbringen durch Transformer-Architektur von neuronalen Netzen

Shannons Ratespiel "nur" der erste (und groRte) Teil des Trainings, das sog. Pretraining 12/12



